Bei der Parallelprojek-
tion gehen von allen
Punkten des Objekts
parallele Projektions-
strahlen aus. Das Pro-
jektionszentrum liegt
dabei in einem unei-
gentlichen Punkt (im
Unendlichen). Auf der
Projektionsebene
entsteht durch das
Verbinden der Durch-
stoBpunkte der Pro-
jektionsstrahlen die
Projektion des Objekts.

Die isometrische Axo-
nometrie entsteht,
indem die Projektions-
ebene der Parallelpro-
jektion zu keiner der
Koordinatenebenen
mehr senkrecht steht.
Die Senkrechte der
Projektionsebene bil-
det mit allen Koordi-
natenachsen den glei-
chen Winkel, wodurch
die Verkiirzungen auf
allen Achsen gleich
groB sind. Die Projek-
tionsstrahlen schnei-
den die Projektions-
ebene unter einem
Winkel von 90°.
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Glossar zur Geometrie

Die Perspektive geht von der grundlegenden menschlichen Erfahrung des raumli-
chen Sehens aus, daB3 weit entfernte Dinge kleiner wirken als nahe und parallele
Geraden, die sich in Wirklichkeit nicht schneiden (z. B. zwei lange Winde oder die
Begrenzung einer StraBe), sich irgendwo in weiter Ferne doch zu beriihren scheinen.
Aus diesem Erfahrungswissen wurde in der Renaissance die Zentralperspektive
entwickelt. Bei ihrer Erstellung schnitten sich anfinglich sédmtliche Fluchtlinien in
einem horizontal in der Mitte des Bildes befindlichen Fluchtpunkt (Ein-Punkt-Per-
spektive). Die Konstruktion erfolgte rein anschaulich durch vor und hinter dem
Bild plazierte Aug- bzw. Fluchtpunkte. Je nach Anzahl und Lage der Fluchtpunkte
spricht man von Ein-, Zwei- und Dreipunktperspektiven. Die Perspektive spreng-
te die Vorstellungen der euklidischen Geometrie, da aus perspektivischen Ansich-
ten keine MaBe zu entnehmen und parallele Linien nicht immer parallel waren.

Projektive Geometrie

Die Projektive Geometrie entwickelte sich aus der Perspektive. Allgemein gespro-
chen geht es der projektiven Geometrie um die Formulierung von GesetzméaBig-
keiten fiir die Abbildung einer Figur (Punkt, Fliche, Volumen etc.) auf eine andere
Figur. Derartige Operationen werden auch als projektive Transformationen be-
zeichnet. Wichtiges Charakteristikum der projektiven Geometrie sind die bei der
Projektion invarianten (unveranderlichen) Eigenschaften, die es ermoglichen, daB
transformierte Korper erkennbar bleiben. So bleibt beispielsweise eine verbundene
Linie auch in der Projektion mit ihrer benachbarten Linie verbunden. Die bei der
Konstruktion von Perspektiven verwendeten Techniken und Punkte werden mit
dem Erfolg verallgemeinert und systematisiert, da3 auch weitere, nicht an das
perspektivische Bild gebundene Abbildungen méglich werden.

Die Konstruktion einer perspektivischen Abbildung wurde frither mit Hilfskon-
struktionen vor und hinter der Bildebene veranschaulicht. Mit der projektiven Geo-
metrie erfolgt sie innerhalb des Bildes. Die Bildebene der Perspektive kann sich
folglich frei im Raum bewegen. Entsprechend liegt der ‘Augenpunkt’ der Perspektive
- in der projektiven Geometrie als Projektionszentrum bezeichnet — nicht mehr
notwendigerweise vor der Bildebene. Er kann prinzipiell jeden Punkt im Raum ein-
nehmen.

Die Fluchtpunkte paralleler Geraden liegen auch nicht mehr unbedingt auf einer
‘horizontal’ verlaufenden Horizontlinie, sondern auf einer durch die Projektions-
ebenen erzeugten Geraden im Raum. Diese Schnittgerade kann dabei theoretisch
jede Position im Raum einnehmen oder - bei der Parallelprojektion - im Unend-
lichen liegen.

Die Parallelprojektion, d. h. die verzerrungsfreie Projektion eines Korpers auf
eine Bildebene mittels paralleler Sehstrahlen, wird durch die Sitze der projektiven
Geometrie ein Sonderfall der Zentralperspektive. Méglich wird dies durch die De-
finition von ‘uneigentlichen’ oder ‘unendlich fernen’ Punkten, Geraden und Ebe-
nen. In einem uneigentlichen Punkt schneiden sich zwei parallele Geraden, in der
uneigentlichen Geraden schneiden sich zwei parallele Ebenen. Die uneigentliche
Ebene wird durch die uneigentlichen Punkte und Geraden gebildet. Uber diese
‘uneigentlichen’ - in Wirklichkeit nicht vorhandenen - geometrischen Elemente
wird das ‘Unendliche’, das fiir die euklidische Geometrie nicht erreichbar war, fiir
die projektiven Rdume verwendbar, und wird es mdéglich, auch den Sonderfall der
parallelen Linien und Ebenen nach den nunmehr allgemeingiiltigen Sétzen der
projektiven Geometrie zu behandeln.

Mit solchen Vereinbarungen fiir projektive Transformationen umgeht man auch
das alte Problem der frithen Entwickler der Zentralperspektive, die methodisch
kaum erkldren konnten, warum sich der gedachte Strahlengang vor und hinter
dem Bild identisch jeweils in einem Punkt schneidet. Durch die Methodisierung
der projektiven Geometrie, bei der die Zentralperspektive jetzt nur noch ein Spe-
zialfall projektiver Transformation ist, wird der im Allgemeinfall unterschiedliche
Charakter des Strahlengangs auf beiden Seiten der Projektionsebene deutlich.

Auch die Konstruktion komplexerer Formen in der Projektion wird durch die
Methodisierung der Transformationen erméglicht. Es ist daher nachvollziehbar,
daB nach ersten anschaulichen Formulierungen durch Piero della Francesca Ende
des 15. Jahrhunderts und der ersten Formulierung von Sitzen der projektiven
Geometrie durch Girard Desargues im 17. Jahrhundert die projektive Geometrie
fiir weitere Anwendungen weiterentwickelt wurde.

Eine Schliisselrolle spielen dabei die Arbeiten von Gaspard Monge und Jean-
Victor Poncelet im 18./19. Jahrhundert an der Ecole Polytechnique in Paris.
Durch die Aufklarung entstand ein starkes Interesse an rationalisierten Darstel-



lungsverfahren fiir technische Produkte, um Aufbau und Eigenschaften dieser
Produkte kommunizieren zu konnen. Als Spezialfall der projektiven Geometrie
entwickelte sich daher die darstellende oder deskriptive Geometrie, deren grund-
legendes Verfahren die orthographische oder Drei-Tafel-Projektion ist. Dafiir wird
das darzustellende Objekt mit GrundriB, Vorder- und Seitenansicht auf drei jeweils
im Winkel von 90° zueinander stehende Zeichenebenen projiziert. Je nach Ort
dieser Zeichenebenen lassen sich auch Schnitte und Durchdringungen untersuchen
und komplexe geometrische Korper auf relativ einfache Art und Weise mit den
fiir die Konstruktion notwendigen Ansichten darstellen. Die Drei-Tafel-Projektion
ist deshalb bis heute eine Grundlage des Ingenieurbaus und der Maschinenkon-
struktion. Mit ihr stand erstmals ein Darstellungsverfahren zur Verfiigung, das im
Gegensatz zu Vorldufern wie der Stereotomie relativ leicht erlernbar war. Durch
die Zuhilfenahme der drei Ansichten konnen rdumliche Informationen ohne Ver-
zerrungen der MaBe in einer Zeichnung enthalten sein.

Analytische Geometrie

Die analytische Geometrie stellt die Verbindung der (projektiven) Geometrie zur
Analysis her. Schon friih formulierte René Descartes Eigenschaften des euklidischen
Raumes analog zum Zahlenraum, durch die der euklidische Raum mathematisch
faBbar wurde. Grundlegend fiir die Ubertragung von mengen- und zahlentheore-
tischen Operationen aus der Algebra auf die Geometrie sind die Untersuchungen,
die im Bereich geometrischer Metrik angestellt werden - Lage, Proportion, GréBen-
beziehungen und MaBe von Punkten und geometrischen Figuren im Raum. Auf
diese Weise gelangt man einerseits zu einer graphischen Darstellung der jeweiligen
Operation und kann andererseits algebraische Verfahren zur Generierung geome-
trischer Korper verwenden. Dieses Kalkiil wurde durch das Kartesische Koordina-
tensystem nutzbar gemacht, welches jedoch nicht durch Descartes, sondern durch
die Geometer der Ecole Polytechnique entwickelt wurde. Der Raum, dessen Eigen-
schaften durch Descartes beschrieben worden waren, wurde nun durch das Koor-
dinatensystem mit seinen drei Skalen auch graphisch und numerisch darstellbar
gemacht. Das Werkzeug des Koordinatenrasters erwies sich durch die Vereinfa-
chung und Methodisierung - dhnlich wie die Drei-Tafel-Projektion in der projek-
tiven Geometrie - als niitzliches, leicht zu handhabendes Werkzeug. Die Konstruk-
tion und Projektion von Objekten und Punkten im dreidimensionalen Raum konnte
nun durch Zahlenangaben und algebraische Verfahren unterstiitzt werden. Zu den
wichtigen Anwendungsfeldern gehort der Entwurf komplex gekriimmter Kérper
wie beispielsweise Schiffsriimpfe oder spéter auch Flugzeugtragflachen. Erst das
Hilfsmittel des kartesischen Koordinatensystems und passende algebraische Glei-
chungssysteme (Splines) ermoglichten methodische Formfindung und die Uber-
mittlung dieser Formen an die industrielle Fertigung.

Nachdem die wichtigsten Erkenntnisse iiber geometrische Fragestellungen im
18. und 19. Jahrhundert dokumentiert worden waren, spielte die Geometrie in der
mathematischen Theorie bis in die Zeit nach dem Zweiten Weltkrieg eher eine
AuBenseiterrolle. Zwar wurden z. B. durch die Arbeiten von David Hilbert und an-
deren wichtige Uberlegungen zur Differentialgeometrie und Topologie angestellt,
die insbesondere fiir Anwendungen und Visualisierungen in der modernen Physik
von Bedeutung sind, doch war dies fast ausschlieBlich ein Thema fiir die natur-
wissenschaftliche und mathematische Fachoffentlichkeit. Beispielsweise werden in
der Differentialgeometrie Verfahren aus der Integral- und Differentialrechnung auf
geometrische Fragestellungen angewandt. Entsprechend spielt hier weniger die ge-
samte Form des Korpers die zentrale Rolle als vielmehr das Verhalten einer Figur
in der Ndhe bestimmter Punkte. Auf diese Weise konnen komplex gekriimmte Kor-
per (Mannigfaltigkeiten) wie Regel- und Minimalfldchen (Seifenhiute) bestimmt
werden. Eng verwandt ist das Gebiet der Topologie, in dem man sich fiir den Zu-
sammenhang zwischen den Punkten einer Figur interessiert. Die Frage der Metrik
(AbmeBbarkeit von Strecken und Winkeln) spielt dabei im Gegensatz zur euklidi-
schen Geometrie keine Rolle.

Die Darstellungen aus diesen Gebieten sind rdumlich schwer vorstellbar und
kompliziert zu zeichnen. Erst mit der Weiterentwicklung der Computertechnik und
dem Beginn der Computergrafik erlebte die Geometrie eine ‘Wiederentdeckung’
In direktem Zusammenhang mit der Computergrafik steht die konstruktive Geo-
metrie, die sich mit der algorithmischen Beschreibung von geometrischen Trans-
formationen beschéftigt. Sie ist die Grundlage fiir die Bearbeitung von Aufgaben-
stellungen aus der projektiven und analytischen Geometrie mit dem Computer.
Perspektiven von Kérpern, die frither langwierig konstruiert werden muBten, kén-

Ein Verfahren der
analytischen Geome-
trie sind die sog.
Boolschen Operatio-
nen. Hierbei werden
die Operationen der
Mengenlehre auf
Volumina iibertragen.
Bei der Vereinigungs-
menge entsteht ein
Korper, in den die
beteiligten Képer ver-
schmolzen werden.

Bei der Differenz-
Operation wird ein
Volumen von dem
anderen abgezogen.
Es bleibt der Teil des
ersten Volumens
(Quader) zuriick, der
nicht von dem zweiten
(Zylinder) beriihrt
wurde.

Das Ergebnis der
Schnittmengen-Ope-
ration ist das Volu-
men, das vorher Teil
beider Korper war.

83



Durch das Verschieben
einzelner Eckpunkte
erhilt das Beispiel-
haus eine véllig an-
dere Form, obgleich
seine topologischen
Eigenschaften gleich
bleiben. Erst wenn
man Punkte entfernen
oder Strecken unter-
brechen wiirde, wire
die topologische Inte-
gritit zerstort.
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P o .

Durch die vier Arbeits-
fenster kann man ei-
nerseits auf allen Ar-
beitsebenen konstru-
ieren, andererseits
erhilt man aber auch
zur Kontrolle perma-
nent einen rdumlichen
Eindruck des entwor-
fenen Objekts durch
eine axonometrische
Darstellung.

L e

Ic—

Durch Verindern der
virtuellen Kamera
steuert man die per-
spektivische Ansicht
des Objekts. Man
kann sich um das Ob-
jekt herumbewegen
und einen giinstigen
Standpunkt fiir die
Betrachtung des Ob-
jekts finden.
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nen vom Computer durch die Anwendung von Transformationsmatrizen auf nu-
merischem Wege in Sekundenschnelle errechnet werden. Durch diese Fiahigkeit,
projektive Transformationen praktisch in Echtzeit durchzufiihren, kann man am
Rechner in einem ‘virtuellen’, dreidimensionalen Raum arbeiten.

Computer Aided Architectural Design

Im aktuellen CAAD (Computer Aided Architectural Design) spielen im Gegensatz
zum klassischen Architekturentwurf oder dem konventionellen CAD nicht mehr
Pléane und Ansichten die zentrale Rolle. Statt dessen wird ein dreidimensionales
Datenmodell des Gebdudeentwurfs am Computer entwickelt. Das Modelling ist
aufgrund seines rdumlichen Charakters mehr mit der Erstellung eines Modells aus
Holz oder Styrodur zu vergleichen als mit dem Anfertigen einer Architektur-
zeichnung, die ja bereits die methodische Abstraktion eines raumlichen Gebildes
darstellt. Dazu wird jedes Objekt durch Bestimmung seiner Koordinaten in einem
dreidimensionalen, meist kartesischen Koordinatensystem numerisch beschrieben.
In diesem Datensatz ist der Kontext der Entstehung, Verbindung und ‘Verwandt-
schaft’ eines Objektes mit anderen Elementen enthalten. Es lassen sich Bedingun-
gen setzen wie die, daB sich z.B. ein Raum immer an der AuBenwand aufhalten
soll, egal wie sich der Grundri3 des Geb&dudes verdndert. Alle diese Eigenschaften
werden bei Verdnderungen des Entwurfs so lange durch das Programm erhalten,
bis der Nutzer diese Verbindungen 16st.

Transformationen von Formen und Rdumen, wie sie aus der analytischen Geo-
metrie bekannt sind, kénnen durch spezielle Werkzeuge innerhalb der Modelling-
Programme ausgefiihrt werden, so dal man auch sehr komplexe Formen generie-
ren und fiir den Entwurf nutzen kann: Beispielsweise erlauben die Verfahren der
‘angewandten Topologie’ die flexible Manipulierung von Objektgeometrien. Durch
Bewegung einzelner Punkte 148t sich ein regelmiBiger Kubus schnell in ein unre-
gelméBiges Polyeder mit acht Seitenfldchen verzerren, ohne daB seine topologi-
schen Eigenschaften verdndert werden. Von groBer Bedeutung ist, daB die Pro-
gramme genaue geometrische Informationen wie Position von Punkten, Volumina,
Schwerpunkte etc. iiber diese komplex geformten Objekte liefern, was die Voraus-
setzung fiir eine weitere Bearbeitung in Berechnungs- und Fertigungsanwendun-
gen darstellt.

Navigation im virtuellen Entwurfsraum

Da die gewdhnlichen Ein- und Ausgabemedien wie Maus und Bildschirm lediglich
zweidimensional sind, miissen Verfahren bereitgestellt werden, die eine Navigation
im dreidimensionalen Computermodell erméglichen. Dabei macht man sich die
Transformationen der projektiven und konstruktiven Geometrie zunutze. Weit
verbreitet ist das Arbeiten mit einer ‘Vier-Fenster-Ansicht. Neben den Ansichten
der orthogonalen Drei-Tafel-Projektion wird (GrundriB, Vorder- und Seitenan-
sicht) zusitzlich ein Fenster mit einer rdaumlichen Ansicht (Perspektive oder Axo-
nometrie) dargestellt. Alle Fenster kénnen genutzt werden. Dadurch sind die drei
Dimensionen als maBgetreue Ansicht fiir die Bearbeitung des Entwurfs vorhanden.
Zusitzlich steht die rdumliche Projektion zur Verfiigung, um die dreidimensionale
Disposition des Objekts zu kontrollieren. Fiir das Zeichnen kann iiber frei im Raum
anzuordnende Referenzebenen jeder Punkt im Raum erreicht und auf jeder denk-
baren Bezugsflache konstruiert werden. Die rdiumliche Ansicht kann um beliebige
Punkte gedreht und damit das modellierte Objekt von allen Seiten angeschaut
werden. Spezielle Perspektiven lassen sich durch virtuelle Kameras mit detailliert
einstellbaren Positionen und Eigenschaften erstellen. Indem man diese Kameras
bewegt, erhilt man den Eindruck, durch das Objekt hindurchzufliegen. Auf diesem
Weg ist eine genaue visuelle Uberpriifung des dynamischen Raumeindrucks mog-
lich. Diese Kameras lassen sich auch nach bestimmten Vorgaben und Pfaden durch
das Objekt bewegen, so daB man einen Animationsfilm produzieren kann. Damit
verliert der Fluchtpunkt der Perspektive vollstindig seinen statischen Charakter.
Durch Lichtberechnungsverfahren wird nicht nur ein realistisch wirkender Raum-
eindruck simuliert, sondern werden auch Materialien, Farben, Licht, Schatten,
Transparenzen etc. nachgebildet (Rendering). Das Verfahren des Ray-Tracing
(Strahlverfolgung) arbeitet dabei dhnlich wie Perspektivkonstruktionen: Wie bei
einer Lichtgeometrie berechnen die Programmalgorithmen den Weg der Licht-
strahlen vom virtuellen Auge zu den Lichtquellen mitsamt aller Reflexionen an
den unterschiedlichen Koérpern.
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